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概要 逐次伝達法 は， 法を用いて開発された数値計算法で，局在波

が関与する散乱問題の解析に適している．しかし， 法の離散化に関する制限か

ら の適用範囲が限られていた．そこで，新たな離散化スキームが提案されるとと

もに の適用範囲も拡張されている．このスキームの下で 次元散乱問題を議論し，

の誤差を評価するとともに高い精度が実現できることを示した．

まえがき

原子における電子状態の動径依存を解析するための数値計算法として 法が開

発された ．この方法は，トンネル現象など１次元的なシステムの解析 や電

極間の電子伝導を解析する方法 として発展し逐次伝達法 と呼ばれるよ

うになった．

光ファイバやマイクロ波の分野では， と類似した数値計算法としてビーム伝搬法

（ ） やこれらを発展させた手法 などが独自に発達した．これらの手法と

比較した場合， の特徴は 階差分方程式を基礎にしていることである．さらに，電

磁波や弾性波の解析にも有効であることが知られている ．また，散乱領域の周辺

に生成される局在波を抽出できるので， 共鳴のように局在波が関与した現象の解析

に適している ．

１階微分を含まない 階微分方程式から 法を用いて 階差分方程式を導出で



きる ．このとき，得られる差分方程式の階数を増加させると，離散化による近似の精

度を改善することも可能である．しかし， 階差分方程式でなければ の適用が困難

である．さらに， 法を適用できる微分方程式が特殊な場合に限られてもいる．

本研究ではこれらの制限を除くために弱形式理論 を用いた新しい離散化スキーム，即

ち，弱形式離散化スキームを提案する．このスキームに従うと， の適用対象を従来

の枠を超えて弱形式理論による定式化が可能なシステムに拡大することができる．

法による離散化精度の議論は既にあるが ，弱形式離散化スキームで得

られる差分方程式の離散化精度の評価は行われたことがない．従って，解析的な手法で散

乱問題の厳密解が得られる連続システムを対象に，弱形式スキームで離散化した際の誤差

を評価した．

本論文の構成は次の通りである． 章では 型の微分方程式を一般化した方程

式を例に，弱形式理論の枠組みの中で 階の差分方程式を導出する手法を示す． 章では

階差分方程式の基本解を利用して，離散化誤差が減少するように汎関数の積分領域を決

定する．さらに，散乱問題の解を解析的に求め得る連続システムを利用して，微分方程式

を差分方程式に変換する際の離散化誤差を評価する．最終章はまとめである．

弱形式離散化

微分方程式の弱形式表現

弱形式理論に従って定式化できる典型でありさまざまな現象を記述できる支配方程式で

もある次の方程式を考える．

ここで， は空間変数， は場の変数， は による微分を表す．関数 は一種のポ

テンシャル関数であり 定数 の場合，この微分方程式は 型となる．数

値計算に際して，解析区間 を 等分し

と表現する．ここに， は分割幅であり で与えられる．また， は離散

化した空間の指標であり と変化する．本研究で論じる離散化とは，これ

らの離散点 における場の変数の値 などを用いて微分方程式 を近似できる差

分方程式を導出することである．

弱形式理論の処方箋に従って， の左辺に任意関数 を乗じ空間変数 で積分を

行うとともに部分積分を実施する．この結果，次の汎関数



が得られる．ただし，部分積分を行った際に現れる境界値 を消去するために，

任意関数 に境界条件

を課した．積分領域を離散化点 を中心とした前後 の範囲に限った理由は，パラメー

タ の選定の自由度を利用して離散化の精度を向上させるためである．なお，パラメータ

の値を選定する方法は後続の 節に示す．

汎関数 が任意の関数 に対して零になるという条件 零値条件

から，場の変数 に関する微分方程式 を導出することができる．従って，微分方

程式 に替わり零値条件 を用いて場の変数 を求めることが可能であり，こ

れが弱形式理論の出発点である ．

階差分方程式の導出

次多項式補間を用いた離散化

場の変数などの関数を連続する つの離散点 における関数値を用いて補

間し，汎関数 をこれらの離散値で表現する．この補間は，有限要素法で利用さ

れる節点要素の 補間と同じである ．しかし，汎関数の積分範囲を指定する

パラメータ に対応した境界条件の処理が必要であることが有限要素法にはない特徴で

ある．

離散化点 の近傍で場の変数 を関数値 を用いて次のように 次の

代数多項式で補間する

ここで， は 次元の縦ベクトルで， を ， を転置記号として，

と定義した．変数 の代わりに変数 を用いると，変数 が分割区

間 に含まれる条件を と表現できる．これを利用すると補間式が有効

な区間を簡潔に表現できるので折に触れこの変数を使用する．また， は，指標

を変化させ生成した縦ベクトル を表す省略記号である．行列

は， における補間式の値がそれぞれ関数値 と一致する条件から決

定でき

となる ．



同様に，任意関数 とポテンシャル関数 を次の様に補間することができる．

の右辺最終行に現れる関数 は， 次の 多項式 であ

り と定

義されている．

補間式 を汎関数 の定義式 に代入すると，汎関数を離散

化した変数で表現することができる．その表現式は， 行列 を

で定義すると，

となる．

境界条件 は，補間式 を用いることを前提とすると，定数 を

用いて と制限することで満たされる．従って， とす

ると， となる．即ち，積分区間 において任意関数

を決定する量として を選ぶことができた．これらの表現を用い汎関数を離散

化すると，零値条件 より 階差分方程式

を導出できる．ここに，係数 は，

と定義されている．この係数は 法で得られるものと完全には一致していない．

しかし，後続する 節および 節に示すように非散乱領域においては，弱形式離散

化および 法による離散化の双方で発生する離散化誤差の大きさが同程度である．



次多項式補間を用いた離散化

一般的に，関数の補間に用いる代数多項式の次数を変更すると，可微分性を変化させた

り関数の多様な変化を表現できるようになる．そこで，前節よりも次数が高い 次の補間

多項式を用いた場合を検討する．

階の差分方程式を導出するという目的から，連続する つの離散点における関数

値を用いて代数補間を行う．このために指標 を用いて 次元ベクトル

を定義して，場の変数 を

と表現する．ここで， および は 次元ベクトルで，それぞれ

および である，また，

と定義されている．同様に任意関数についても 次元ベクトル

および４次元ベクトル を導入して

と代数補間できる．

補間式 および は有限要素法で利用されている 要素 を用いた

補間表現と同じである．しかし，差分法手式を導出するという目的から，任意関数の補間

式に新たに条件を設定する必要がある．任意関数 には，汎関数 の導出に際して

境界条件 が課されていた．これに加えて新たに条件 を課す．これら

の条件により区間 で任意関数の様子を決定する独立な量としてベクトル

の 成分を選ぶことができ， と表現できる．ここで，行列 は

行列で

である．

ポテンシャル関数 の補間法として 次の 多項式を用いた を利用す

ることもできる．しかし，後続の 節で論じる離散化誤差の大きさと整合性を保つた



めに， 次の 多項式 を用いて

と表現する．ただし， であり， を満たす

とする．

以上のような表現の変更を伴うが 節と同じ議論により汎関数を

と表現できる．ここで， は 行列で

と定義される．ただし， および は，それぞれ

である．

汎関数 に関する零値条件 において，任意関数 の多様性は 次元ベ

クトル の成分を選択する自由度で決まる．これらの自由度を利用することで， 階

差分方程式

を導出することができる．ここに， 係数 は 行列であり の

零行列 および単位行列 を用いて

と定義されている．

本節で得られた差分方程式の変数 は，場の変数の関数値のみならず導関数も成分

に含んでいる．このため， 型と 型の境界値問題を混在させて差分方程

式を解く必要がある．この混在を許して散乱問題の解く技術が， 節で論じる伝達行

列を利用した境界条件の表現法である．



散乱問題と離散化誤差

逐次伝達法

伝達行列とその漸化式

方程式 において場の変数はスカラー あるいは 次元ベクトル

である．以後，これらを代表して と表現する．このとき， あるいは をま

とめて

とすると，係数 は場合に応じてスカラーあるいは 行列である．また，右辺

の は零元あるいは 次元の零ベクトルである．以下の表現は，これらのいずれでも矛盾

しない記述方法である．

逐次伝達法は連続する場の変数 の間に

なる関係があるとする この は伝達行列 と呼ばれる ．このとき，

を用いることで， を決定する漸化式

が得られる ． は の値を与え を用いて全ての における伝達行列

を求める方法である． の決定方法は後続の 節において示す．

と類似した数値計算法として伝達行列法 がある．この方法は，空間軸

を分割し狭い領域内で微分方程式の係数を定数で近似しその基本解を隣接する領域と接続

する手法である．一方， は差分方程式における係数に空間依存を与えて解析するの

で，定数係数の基本解を用いる よりも解析精度が高い．

非散乱領域での伝達行列

領域 および において散乱体が存在しないとすると，進行

波がこれら非散乱領域を伝播する．この進行波の波数を ， を に依存しない定数と

すると，この進行波を と表現できる．このとき を導入す

ると から

を導出できる．ここで， あるいは は がスカラーか 次元ベクトルかによって，

それぞれ単位元又は 単位行列 （あるいは零元又は 零行列 ）である．



は一般化固有値問題 の一種であり， は固有値， あるいは は固有ベクトルで

ある．方程式 が空間を反転する対称操作に関して不変であることから，固有値

に対して必ず も固有値となる．場の変数がスカラー場である場合，固有値 に対

応する進行波の伝達行列 は位相を増減するスカラー因子である．この伝達行列を記号

を用いて

と表現する．一方，場の変数 がベクトル場である場合，４つの固有モードが存在

する．これらのうち，２つのモードは固有値 を有する進行波で，それらの固有ベ

クトルを で表す．残る２つは，振幅変調を伴いつつ伝搬する波であり固有値

とその固有ベクトル を持つとする．ここで， であり固有

値の指数部が なら なら とする．また，このときの伝達行列 を記号

を用いて示すと，

と表現できる ．ここで， はべクトルを対角成分とする対角行列を表す．

散乱問題

領域 は非散乱領域でありここから 軸の正の方向に入力波 が進入し

ている場合を想定して， により散乱問題を解く手順をまとめる．入力波 がスカ

ラーかベクトルであるかに応じて，それぞれ あるいは を選ぶ．差分方

程式を解く際の都合から， にも散乱体は無いと仮定し，散乱体

は にあると仮定する．入射波が散乱されることで非散乱領域 と に

それぞれ反射波 と透過波 が現れる．従って，非散乱領域におけるこれらの波動

を

と表現する．ただし， がスカラー場の場合， で指定される差異はなく

である． から散乱波が透過している領域 で，

であることを導出できる．境界条件 を漸化式 に用いることで，任意の

に対する伝達行列 を境界値 から決定することができる．

変数 がベクトル場である場合その成分は のみならず も含んでいる．連

続システムの定常的な散乱問題では，これらの 成分が互いに依存している．離散システ



ムはこの依存関係を で表現し，境界 において強制的に の値を変化

させた場合にも対応している．この場合，エバネッセント波 が発生し境界からシス

テム内部に減衰しながら浸透する．固有状態 を利用するとこのような減衰波の自

由度を に組み込むことが可能である． において入射波の変化を と

伝達行列の上付き指標を としたのは，このエバネッセント波の減衰を表すためで

ある．更に，エバネッセント波が散乱領域の内部で発生し非散乱領域に侵入する場合もあ

る．入力側 および出力側 で，それぞれ反射波を ，透過波を

と表現したのはこの様子を表現するためである．

に関する つの表現 と が等しいこと

から，反射波 を求めることができ

を得る．一方，透過波 は を繰り返し適用することで

と表現できる．

スカラー場の場合，散乱波の反射振幅 および透過振幅 は と

表現できる．また，ベクトル場の場合 で の第 行ベクトルを表すと

で与えられる．なお，反射率 および透過率 は，それぞれ および で求

めることができる．

補間法の違いによる離散化誤差

非散乱領域での進行波とその離散化誤差

ポテンシャル関数が 定数 の場合，連続的なシステムである微分方程式

の厳密解を導くことができる．その解は と表現できる進行波解であり定数

係数微分方程式の基本解である．一方，離散的なシステムである 階差分方程式 も

定数係数となることからその厳密解を求めることも可能である．これらの連続および離散

システムでの解を比較することで，差分方程式の解がどれほど正確に連続システムの解を

近似しているかということ，即ち，離散化精度を評価することができる．

次の補間多項式を用いた場合，固有値問題 の固有多項式が本質的に 次方程式

であることから，固有値は で与えられる．この表現から，

波数 を分割幅 の冪級数で表現すると



となる．右辺第１項は連続システムでの波数であるので，これに続く の高次項が離散化

により生じる誤差を表している．これまで， の値を決定していなかったが， と

選ぶと， に依存する項が消失する．このとき，誤差即ち の大きさを の程度

に抑えることが可能である．この離散化誤差は， 法を用いた場合の大きさと一

致している．なお，微分方程式を差分方程式で近似する際の誤差が 程度であるが ，

波数の表現式に関する誤差とは異なるので注意が必要である．

次の補間多項式を用いた場合，固有多項式は 次の代数多項式となり，この場合も代

数的に解を求めることが可能である．また， と選ぶと， に比例する項を消去でき

と展開できる．即ち，前述の 次の補間多項式を用いた場合よりも．進行波に関する離散

化の誤差の大きさをさらに抑えることができ 程度にすることができた．なお，ポテン

シャル関数の補間式 に 次の 多項式を用いた理由は，この分割幅依存と

の整合性を保つためである．

有限要素法に代表されるように，汎関数の積分領域は解析領域の全体に選ばれることが

多かった．弱形式離散化では積分領域をパラメータ を用いて自由に変更できるようにし

た．このパラメータの値を離散化の精度が向上するように決定する手法はこれまでにない

新しい提案である．

ポテンシャル下での離散化誤差

ポテンシャル関数 が で与えられた場合，微分方程式 はポ

テンシャル の中で運動するエネルギー の量子力学的な波動関数が従う方程式

である．さらに，解析的に整備された手法で連続システムでの散乱問題を解くことが可能



であり，透過率 を

と解析的な式で表現できる ．この連続システムでの値と により得られる離

散システムでの値 を比較して に示した．計算の際に用いたシステムパラ

メータの値は次の通りである： ．空間軸の分割数

を多くすると離散システムでの計算結果を連続システムでの値により近づけることが可能

である．しかし，両者の差を強調するために の値をなるべく小さく設定した．

は透過率の 依存性であり，点線が連続システムの値 である．他の曲線は

により数値的に求めた離散システムでの値 を示している．線種の違いは差

分方程式を導出する際に使用した手法の違いを示しており， 次および 次の補間多項式

を用いた弱形式離散化スキームによる場合をそれぞ実線と破線で， 法を用いた場

合を一点破線で示した．よりよく連続システムでの と離散システムでの の違いを

表示するために比 を に示した．縦軸の単位は であり

の値を示している．以後，この値を離散化誤差を評価する数値として使用する．

いずれの曲線も において離散化誤差が増大する傾向がある．この状況は関数

のピークと がほぼ一致する場合で のとき となり量子力学的には

ポテンシャルが強く散乱現象に影響を与えるか否かの限界である ．全範囲を通じて最

も小さな離散化誤差を有しているのが実線であり，場の変数に 次多項式を用いて離散化

を行ったたシステムである．

箱型ポテンシャル下での離散化誤差

いわゆる箱型ポテンシャル中における散乱問題は，連続システムでの透過率を解析的な

手法で求め得る別の例である．そのポテンシャル関数 は， および をポテンシャ



ルの幅および高さとしたとき

であり，連続システムでの透過率は

で与えられる ． の値と で得られる離散システムの値 を比較して

に示した．計算に用いたシステムパラメータの値は次の通りである：

これらの値は積分値 が，前節のポテンシャル関

数による値と同じになるように設定した．曲線の種類による違いは の場合と同じ

であり，やはり分割数 もなるべく小さく設定して計算方法による違いを強調した．

前節と同様にいずれの曲線も において離散化誤差 が増大する傾向がある．

また， が最も小さいものは実線で示した 次多項式を用いた離散化システムであ

る．しかし， と比較すると の実線のデータは， 桁以上大きな離散化

誤差が現れている．その主な理由の一つは，ポテンシャル関数 を を用いて高

い次数の多項式で補間していることである．箱型ポテンシャルは で不連続に変化

するので．高い次数の多項式で近似すると連続システムでの関数が有しているよりも多い

階数の微分可能性を仮定してしまい解析精度の悪化をもたらす．解析精度を確保するため

には，ポテンシャル関数の補間方法についても考慮する必要がある．このことに関連した

考察が後続の 節に述べられている．

離散化誤差の 依存

節で論じたように散乱体が存在しない非散乱領域ては，進行波の波数 を用いて

離散化誤差の分割幅依存を評価することが可能であった．しかし，散乱体が存在するシ

ステムでは自由に進む進行波が存在しないので，波数に代わる物理量が必要である．幸

いポテンシャル関数が 型および箱型の場合，連続システムにおける透過率の厳密解

および が得られているので，この厳密解の値 と による値 の比を

用いて離散化誤差の分割幅依存を評価することができる． がその結果をまとめた

ものである．ここで， は相乗平均であり， および で検討した場合と

同様な区間 を等間隔で 分割しその各分割点における の値から求

めた．

はポテンシャルが の場合で，線種の違いは と共通である．すで

に で示されているように， 次多項式を用いた離散化システム 実線 の場合が離散

化誤差が最も小さく高い解析精度を確保している．その分割幅依存は におい

て傾きが緩和される傾向があるが，ほぼ で近似でき が示す 依存性と同じであ



る．一方， 次多項式 破線 および 法 一点破線 を用いた場合，離散化誤差が

の依存性を示しておりこの場合も 節での議論と一致している．即ち，微分が可能

なポテンシャル下での散乱では，進行波の波数で離散誤差を評価することも可能である．

は箱型ポテンシャルの場合の離散化誤差であり直線で変化が示されているが，

マーカー「 」および「 」で示された箇所でのみ値が求められている．その理由は，空間

軸の分割点 とポテンシャル関数 の不連続点 との相対位置により離散化

誤差が変動するためである．そこで， が整数であり常に が分割点上にある場

合のみを表示した．この場合も，最も離散化誤差が最も小さいものは実線で示した 次多

項式を用いた離散化システムである．しかし，離散化誤差の 依存性はいずれもほぼ

であり，波数を用いた 節の議論から予想される の依存性よりも悪化している．こ

の 依存性の悪化の主な理由は，ポテンシャル関数 が位置 において不連続な

ため，補間式 および を用いると汎関数の離散化表現に に比例した誤差が発

生することである．この誤差を抑えるためにはポテンシャル関数の補間式を不連続な変化

に対応できるようにする必要がある．そこで，補間式を 式から

に変更した．ここで，関数 は

と定義された階段状の関数である．この変更を行って得られた離散化誤差が

マーカー「 」で示したデータであり，その分割幅依存は当初の予想通である に改善さ

れている．

次多項式を用いた離散化システムでもポテンシャル関数の補間式を に変更す

ると，離散化誤差を減少させることが可能である．しかし，その分割幅依存はやはり

に留まっていた．その理由は，補間式 の 階微分が区間 で連続であり，



場の変数が本来有している微分可能性よりも高い微分可能性を仮定したことにある．一

方，マーカー「 」が示す 次多項式 を用いた離散システムでは，隣接する 区間

と において場の変数を独立な多項式を用いて補間しているので，場の

変数の 階微分 が有する不連続性を効果的に表現することができている．

限られた場合ではあるが，弱形式離散化スキームの下で補間関数をシステムに合わせて

選択すると，離散化誤差を抑え得る例を示した．補間方法の選択に関する一般的な処方箋

は，ポテンシャル関数，場の変数，任意関数の 者に関する補間式の整合性を考慮するこ

とである．例えば， 次より高い補間多項式を用いた弱形式離散化スキームを検討するな

ら， の様に つの区間 と を独立な多項式を用いて近似する 次

の代数補間を選ぶと，場の変数が不連続な場合でも効果的に対応できる．その際，離散シ

ステムにおける場の変数として 次元ベクトル を用いると

よい．このとき， として進行波の波数で離散化誤差を評価すると，その分割幅依存

は で近似できることを数値的に確認している．従って，高い微分可能性を有するポテ

ンシャル関数を のように代数補間するなら，補間多項式の次数を に選ぶのが場の

変数との整合的が最も良い．

むすび

弱形式離散化スキームは散乱問題の数値解法に関する戦略的な手順であり，弱形式理論

の枠組みを用いて 階の差分方程式を導出する手順，および，この差分方程式に を

適用して散乱問題を解く手順を提供する．その特徴の一つは，汎関数の積分区間を調整す

ることで離散化精度の向上を達成することである．さらに，このスキームは，弱形式理論

による定式化が可能なシステムに適用可能であるという意味で高い汎用性を有している．

ポテンシャル関数が空間的に変化しない非散乱領域で，離散システムでの進行波の波数

を空間軸の分割幅 の冪で展開することで離散化誤差を評価した．弱形式スキームで場の

変数を補間する際に使用する多項式の次数を とすると，既存の方法である 法

と同程度の離散化誤差が得られた．このとき，汎関数の積分領域を離散点の前後

に調整したことが有効に働いた．さらに，離散化誤差は場の変数を補間する多項式の次数

を に増やすことで改善することができた．

解析的な手法で散乱問題の厳密解を得ることができる連続システムに複数の弱形式離

散化を行い で透過率を求めた．これらの透過率を比較することでさまざまな方法で

行った離散化の誤差を評価した．いずれの場合も 次多項式を用いた離散化システムが，

最も小さな離散化誤差を有していた．ただし，ポテンシャル関数を補間する方法は，関数

の微分可能性を考慮して選択する必要がある．具体的には，連続的な ポテンシャル

の下では 次多項式，不連続な箱型ポテンシャル下では階段状の補間が有効であった．

本研究は，論旨展開の見通しが良いことから， 次元システムでの散乱問題，および，

多項式補間に限って議論を行った．しかし，高い空間次元中でのシステムやさまざまな補



間法あるいは補間基底を用いた検討も可能である ．また，弱形式離散化スキームの汎

用性を示す典型例として，弾性梁などが従う 階微分方程式に対する研究も可能であり，

現在その研究も進めている．

謝辞 本研究の一部は科研費 の補助を受けて行われた．
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