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概要
運動方程式の共変性に注目して，弾性平板上の屈曲運動の新しい定式化を行っ
た．この運動表現は弱形式理論との整合性がよく，離散化による２階差分方
程式の導出が初めて可能となった．この解析手順を弱形式離散化スキームと
呼ぶ．弱形式離散化スキームの下で逐次伝達法を適用することで，弾性導波
路上で生じる屈曲波の散乱問題を解析した．
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Abstract

Focusing on the covarience of dynamic equation under the coordinates rota-

tion, we have derived a new expression for flexural waves on elastic plates.

This expression has compatibility with the framework of the weak-form the-

ory and enables us to derive second-order difference equation for the first

time, which was termed as the weak-form discretization scheme. Using the

recursive transfer method under this scheme, the scattering problem of flex-

ural waves on elastic waveguide is analyzed.

1 まえがき
波動の散乱現象はさまざまな自然科学の分野で現れ，数理現象としても興味深い対象
である．散乱現象の多くは２階の微分方程式で支配されていることから，理論的な基礎
付けや数値解析的な手法も主に２階の微分方程式に関連して行われている．一方，弾性
的な梁や平板における屈曲波は，４階の微分方程式で記述でき重調和解析の立場から理
論的に興味深い現象であるばかりか，効率的な処理が可能な実用性の高い研究対象でも
ある. 本研究は，数値的な解析手法である逐次伝達法 [2]を屈曲波の散乱現象に適用でき
るように拡張する方法を提案する．このために，弱形式理論の枠組みの下でシステムを
離散化する手法を開発した [4]．



2 屈曲波とその弱形式離散化
座標軸を回転しても屈曲波の運動方程式の表現は不変である．この性質は方程式の共
変性 [1]と呼ばれる性質の一種である．テンソル基底を用いることで明示的に共変性を表
現できる．
平板に沿って直交する x軸および y軸を設け，屈曲変形による平板に垂直な方向の変
位を u(x, y)で表す．このとき，弾性論的な力学量はナブラ演算子∇の２項積を用いて
定義されたヘッシアンHu(= ∇∇u)で表現できる．ヘッシアンは２次元空間におけるテ
ンソルの一種であり，基底
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∆2u と展開できる．ここで，演算子

が∆0 = ∇· 1̂∇, ∆1 = ∇· υ̂∇, ∆2 = ∇· τ̂∇と定義されている．ヘッシアンを成分∆ru (r

= 0, 1, 2)を用いて表現すると，座標が θ回転した際の成分変化は，∆′
0u = ∆0uであり

[∆′
1u ∆′

2u] = [∆2u ∆1u]e−σ̂2θ と表現できる．ここで，ダッシュ「 ′」がついた演算子は回
転した後の座標系での表現である．さらに，スティフネス定数Dr(x, y)(r = 0, 1, 2)を用
いてmr = Dr∆ruと定義すると，モーメントテンソルM はM = 1̂m0 + υ̂m1 + τ̂m2 と
表現できる [3]．スティフネス定数Dr(x, y)は平板のヤング率E(x, y),ポアソン比 ν(x, y),

平板の厚さ b(x, y)を用いて，D0 = Eb3/24(1 − ν), D1 = D2 = Eb3/24(1 + ν) と定義さ
れている．
これらの表現方法を用いることで，角振動数ωで定常的に振動している屈曲波の運動は

∆0m0 + ∆1m1 + ∆2m2 − ω2ρbu = 0 (2)

で支配されていることを導出できる [3]．ここで，ρは平板の質量密度である．運動方程
式 (2)では平板の慣性モーメントの影響を無視したが，この効果を考慮して共変な形式
に運動方程式を表現することも可能である．
平板が図１に示されているような弾性導波路である場合，長方形のメッシュに座標を
分割しそれらの格子点を

x` = xmin + hx`, yn = yin + hyn (3)

と表現できる (` = 0, 1, 3, ..., Nx, n = 0, 1, 2, ..., Ny)．ここで，xminおよび yinはそれぞれ
導波路および解析領域の下限の座標値である．上限の値をそれぞれ xmaxおよび youtとし
分割が一様とすると，分割幅は hx = (xmax − xmin)/Nx および hy = (yin − yout)/Ny で与
えられる．
方程式 (2)を満たす関数 u(x, y)を求める問題は，テスト関数w(x.y)をどのように選ん
でも汎関数

FS[w, u] =

∫∫
S

dxdy
{
∆0wD0∆0u + ∆1wD1∆1u + ∆2wD2∆2u − ω2ρbwu

}
(4)



図 1: 弱形式離散化で用いる解析領域の分割と積分領域

が F [w, u] = 0を満たす u(x, y)を求める問題 (ヌル値問題)に等しい．積分領域 Sは図１
に示したような２次元空間内に設けられた解析領域における一部分であり，散乱問題で
現れる進行波の進行方向に対して垂直に広がる領域である．格子点 (x`, yn)の右上に位置
する長方形要素を S`,nと表すと，S =

∑Nx−1
`=0 (S`,n−1 + S`,n) と模式的に表現できる．有

限要素法でも同じ汎関数を用いるが，差分化する領域に合わせ積分領域 Sを選ぶことが
弱形式離散化の特徴である．
汎関数の離散化は，関数u(x, y)とw(x, y)を格子点における関数値を用いて補間するこ
とで実施できる．分割要素の各頂点 (x`, yn)に4×1には，縦ベクトルU(x`, yn) = [u(x`, yn)

ux(x`, yn) uy(x`, yn) uxy(x`, yn)]T が割り当てられている．進行軸である y軸の離散点ご
とに変位とその空間微分をまとめてΦ(yn) = [U(x0, yn)T U(x1, yn)T ... U(xNx−1, yn)T ]T

と表現しする．このとき，汎関数のヌル値問題から，2階差分方程式

cnΦ(yn−1) + bnΦ(yn) + anΦ(yn+1) = 0, (5)

を導出できる．ここで，cn, bn, anは 4(Nx + 1) × 4(Nx + 1)行列である [4]．

3 共鳴散乱
一様な幅 aの弾性平板で作られた導波路において，0 < y < dsctの領域で階段的に窪
みが作られた場合を考える．この窪みは上下 (z軸方向の両側)から加工されており，平
板断面内において応力の中立軸が変形の小さくした極限で xy平面内あるとする．入射波
が入力端 y = yinから y軸の正の方向に入力され，散乱領域で反射されるとともに一部が
透過して出力端 youtを通過するとする．
図 2に反射率Rの周波数 f 依存を示した．図 2(a)はRの変化を広い周波数範囲で表
示したものである．特に，周波数 15.47kHz，21.087kHzの付近においてRの値にピーク
が存在し激しく変動している．これらのピークが変動する様子を拡大して図 2(b)と (c)

に示した．ピークの原因は散乱領域で発生する局在波と入射波の共鳴である．このとき，
ピークの形状が非対称になることも知られており Fano効果と呼ばれる [5]．
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図 2: 反射率Rの周波数 f依存．(a)広い周波数範囲に２つの共鳴が発生．(b)と (c)はこ
れらの拡大図．

4 むすび
弱形式離散化スキームの汎用性を示す典型例として，4階微分方程式を運動方程式と
する屈曲波の弾性導波路における散乱問題を解析した．この離散化により逐次伝達法を
用いて，散乱領域に発生する疑似局在波により引き起こされる共鳴現象の存在を明らか
にできた．さらに，共鳴を引き起こす疑似局在波の形状を，複素数の固有値をもった固
有モードとして抽出することも可能である．
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