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概要 非等質な弾性平板における屈曲波を，共変性，即ち，座標の回転に対する表現の

不変性に注目して定式化した．テンソル基底を用いることで，共変性を明示的に表現する

ことができ，弱形式理論に従った定式化，境界条件の一般的な表現の導出，エネルギー流

束の定義を行うことができた．得られた理論は，平板の非等質性と角運動量を考慮して，

理論を拡張したものである．

まえがき

等質な弾性平板の屈曲で生じる屈曲波は，多くの議論が積み重ねられた古典的な分野

である この屈曲波を支配する４階の微分方程式は，固体中で弾性波が従

う２階の微分方程式とは異なる取り扱いが必要なものの，数値計算を効率的に実施でき

る ．一方，弾性定数や厚さが一様ではない非等質な弾性平板の屈曲波に対する議論は

多くはなかった．しかし，最近では減衰機 ，導波路問題 ，被覆効果 などに

関連して，議論が進展している．また，薄膜に対して弾性定数を制御する試み や

波動特性の解析が行われており ，非等質な弾性平板に関する研究の範囲が拡がって

いる．

本論文の目的は，等方的ではあるが非等質な弾性平板における屈曲波の運動を，座標回



転に対する表現の不変性，即ち，共変性 に注目して定式化することである．等質的な

弾性平板の運動方程式では，座標軸の回転に対して対称な変形成分のみで方程式が記述さ

れていたことから，共変性を意識する必要は必ずしもなかった．しかし，材料定数や厚さ

などが位置に依存する非等質な弾性平板では，座標回転により互いに変換される２つの捩

じり変形が運動方程式に現れる．従って，テンソルの基底を用いて座標回転に対する共変

性を明示しつつ運動方程式を導出する必要があった．座標回転により互いに入れ代わる２

つの捩じり成分は純曲げ により実現されること ，および，曲げモーメ

ントが平板のヘッシアン（あるいは曲率テンソル）により表現できること は既に知ら

れている．しかし，回転変換による２つの捩じり変形の入れ代わり，および，座標回転に

よる曲げモーメントの共変性を，テンソル基底を用いて明示的に表現する方法は著者が知

る限り本論文で初めて行われる試みである．

三次元空間において弾性波の運動方程式が従う変換則を一般座標で論じた議論 や，

これを平板に応用した例 があるが，ここでは次の理由から平板における屈曲運動を対

象とする： 屈曲波が従う運動方程式が 階の微分方程式であり，多くの議論がある２

階の微分方程式とは異なる例である． テンソル基底の表現が簡潔であり見通しのよい

定式化が可能である． 屈曲波に限定することで効率的な数値計算を実施できる可能性

がある．

共変な屈曲波の運動方程式は， 理論の運動方程式 を拡張し

たものであり，ラプラシアン以外に２つの新しい演算を含んでいる．共変な定式化を用

いると，弱形式理論 に従った屈曲波の定式化を進めることができ，境界条件やエネル

ギー流束の導出を見通しよく行うことができる．得られた境界条件は，ベクトルとテンソ

ルの内積で表現され共変性が明示されたもので， の境界条件 に角運動量の

効果を含めた条件である．

本論文の構成は次の通りである．２節では，非等質な弾性平板の屈曲変形を支配する運

動方程式を，共変性を考慮しつつ導出する．３節は，弱形式理論に従って弾性平板の運動

を汎関数の停留値問題として記述するとともに，境界に沿った座標で境界条件を表現する

方法を示す．さらに，薄い円盤の変形を有限要素法により解析した例を示す．４節はまと

めである．

共変な運動表現

３つの屈曲モード

弾性平板で使用される２階のテンソルは 行列で表現され，これらは線形空間を形

成する．線形独立な 行列 を



で定義すると，これらはテンソルが形成する線形空間の基底である．さらに， 以外の異な

る基底同士の積は反交換測に従い，代数法則

を満たす．任意のテンソルを行列で表現した量を とするとき，それらの内積

を で定義する．ここで， は行列の転置を意味する． 以外の基底はそ

のトレースがゼロであるので，異なる２つの基底の内積を取るとゼロになる．また，各基

底の自分自身との内積の値が であることから，基底 は，テンソルを要素とする

線形空間の直交基底 である．

弾性平板の中立面は，板の厚さ方向の中央にあり，変形を小さくした極限で 平面に

一致すると仮定する．また，時間を変数 で表す． 軸方向の平板の変位 が屈曲

変形により生じると仮定すると，板に加わる応力は変位 のヘッシアン

と関係している．これは対称テンソルであり，テンソル基底を用いると，

と展開することができる．ここで， は演算子で， を用

いて，

と定義されている．演算子 はラプラシアンである．演算子 と は座標を 回転

させると互いに変換される演算子である．このことは，屈曲波の運動を共変的に表現する

際に用いる基本的な事項であるので，以下にその詳細をまとめる．

座標を 軸の周りに角度 だけ回転させる変換 は，

と表現できる．ここで， であり， が虚数単位の性質に類似

していることがら成立する ．以後， を付けた物理量は，座標 を用いて表現した

量であるとする．例えば， は である．変換則 は， 平面

内のベクトルと同じであり，

と表すことができる．また，ヘッシアンの変換則 は，テンソルの変換則であり

と表現できる．このヘッシアンの変換則を，成分の変換則として



と表現することも可能である．ここに， は，座標 で定義された

に対応する演算子である．ラプラシアンに相当する はスカラー的な変換側に従い，

は，ベクトルの変換則に似た変換測に従うが，指数関数の回転角が である．

従って， とするとこれら二つの成分は， と相互に入れ代わ

る共役な量であることが分かる．

テンソルの内積を用いると，ヘッシアンの成分はそれぞれ，

と表現できる．これらの成分に対応する弾性平板の変形モードを に

示した．図には３つのモードがあり， は上に凹な等方的に湾曲した変形モードであり

座標軸の回転に対して対称である． と は共に捩れによる共役な変形モードを示し

ている．これらの変形の曲率半径 は線形近似の範囲で， と表される．

で定義したテンソル場の発散を求める演演算子 を用いると，任意のベ

クトル に関して成立する恒等式 を導くことができる．この恒等式で

とすると，ヘッシアンの成分が満たすべき関係として

が得られる．これは，一種の適合条件である．

モーメントの共変な表現

は，平板から仮想的に切り出された矩形要素で， 座標に射影したときの辺が軸

に平行である．また，各矢印は矩形要素の断面に作用しているモーメントおよび剪断力の

成分を示している．法線が 軸方向（ 軸方向）を向いた断面に作用する単位長さあたり

のモーメントと剪断力をそれぞれ （ ）とする．一方， と は，それぞ

れ 軸あるいは 軸に平行な法線を持つ断面に作用しているモーメント成分である．捩



じり変形の対称性から， と の大きさは等しいがベクトルとしての向きは， で

軸の正の方向， で 軸の負の方向を向いている ．なお，図ではモーメントを右

手系に従って矢印で表している．即ち，矢印の方向に右手の親指を向けたとき他の四指が

巻きつく回転方向が，モーメントが物体を回転させようとする向きである．剪断力の成分

と は， 軸に平行な矢印で示されており， 軸の負の方向を向いた場合を正の値とし

た．成分 は何某かの力を 座標に沿って分解した量ではないので，これらをまと

めた量 が従う変換則がベクトルの変換則であることは自明ではない．このこ

とは，後述するように が で定義されることから証明することができる．

モーメントが弾性平板の屈曲により生じると仮定すると，モーメントの成分を

と表現できることが知られ

ている これらの関係式は，弾性平板が等質な場合に導出されているが，非等質な場

合でも材料定数に位置依存があるとすることでそのまま成立する．ここに， は平板

材料のポアソン比， は曲げ剛性を表すパラメータで， 率 と平板の厚

さ を用いて

と定義されている．

モーメントテンソルの表現には，矩形要素の辺に加わる成分を用いて

と表す方法と，テンソル基底を用いて

と表す方法がある．これらの表現が等価であることから，関係式

を得る．これらの関係式から，等方的な平板ではモー

メントの成分 が，



と，それぞれヘッシアンの成分 により生成されることが分かる． と の

右辺に現れる係数 が共通な理由は， に関連して述べたように，２つの変形

モード と が座標の回転により互いに変換される共役なモードだからである．

定義式 ～ から， はヘッシアンと同様にテンソルの変換則に従うことが

直ちに分かる．即ち，座標の回転に対して は と同様にスカラー的な変換則に

は と同様な変換則に従い，

と表現できる．

運動方程式の共変な表現

モーメントのつり合い条件と剪断力

弾性平板から仮想的に切り出した微小な矩形要素を考え，これを 平面に射影した領

域を で表す．法線ベクトル を持つ断面に加わる単位長さ当たりの剪断力 と

モーメントベクトル は，剪断力ベクトル ， で定義されたモーメ

ントテンソル を用いて，それぞれ と で求めることができる．モー

メントベクトル の定義式で，右辺にある を入れない場合もある ．しかし，本論

文では，モーメントベクトルが物体を回転させようとする向きを右手系で表示することと

した．このことにより， を時計方向に 回転させる必要があり， が乗じられてい

る．剪断力 が位置ベクトル で指定される点の回りに発生させるモーメントベ

クトルは， である．従って，領域 に対応する平板の矩形要素にその周辺

から加わる全モーメント は，

で与えられる，ここで， は境界 に沿った線要素の長さである．ガウスの定理を右辺

の積分に用いると，



が得られる．ここで， はテンソル の発散であり と

定義されたベクトル量である．テンソル基底を用いた発散の表示方法の詳細を

にまとめた．矩形要素 が十分に小さいとき，位置ベクトル を領域 内に設ける

と， 右辺の被積分関数の第２項は無視できるので，

である．ここで， は領域 の面積である．

平板の微小な矩形要素を考え，その直交する二辺に沿って 座標を設け， 軸をその

原点が板の厚さ方向の真中にあるように設置する．弾性平板の変形が小さな極限でその中

立面が 平面に一致すると仮定すると，断面の単位長さ当たりの２次モーメント は，

となる．平板の変位 が大きくない場合，矩形要素の辺の長さを ， とす

ると，これを 平面に射影した領域 の面積 を と表現できる．矩形要素

が剛体であるとすると，その角速度ベクトルを で近似できるので， 軸をこの角速度

ベクトルに平行に設けると，矩形要素の角運動量 を，

と表現することができる．ここで，積分は 面の中で 軸に沿って板の厚さにわたって

行った．

矩形要素に加わるモーメントと角運動量の釣り合い条件 から，

を用いると剪断力ベクトル を

と表現できる．右辺第１および第４項は，スカラー的な量 の勾配なのでベクトルで

ある．一方，第２項および第３項は，単独ではベクトルの変換則に従っていない．しか

し，両者をまとめると変換則

に従う．これはベクトルの変換則であり， および を用いることで導くことが

できる．

モーメント を成分 を用いて表した場合， は

となる．これらの定義式では，標軸の回転に対する

共変性を簡潔には表現できていない．その理由は，これらの式の右辺第１項をそれぞれ

のように と を用いて表現することで分かるように，

座標軸の回転に際してスカラー的に変化する とスカラー的には変化しない が混

じっていることにある．一方，定義式 は，変換則 が示すようにベクトルとし

ての変換則，即ち，共変性が， と を介して明示されている．この表現を可能にした

ことが，テンソル基底を用いた屈曲波の表示方法の重要な成果である．



力のつり合い条件と運動方程式

弾性平板の矩形要素 の慣性力 と境界 から作用する剪断力 が釣り合うこ

とから，

を得ることができる．この左辺にガウスの定理を適用して面積分に変換し， が任意であ

ることを使うと， ，即ち

が得られる．これが，非等質な弾性平板の屈曲波を支配する運動方程式である．この左辺

に現れる第 第 第 の項は，スカラー量であり 座標の回転により変化しない．ま

た，第 および 第 の項が従う変換則は単独ではスカラー的ではないが両者をまとめる

とスカラー的であることを，変換則 から導くことができる．テンソル場に作

用するラプラシアン を

で定義すると，運動方程式を と表現することもできる．

材料定数や厚さ などが位置に依存しない等質的な弾性平板の場合，定義式 と適

合条件 から

が成立するので，運動方程式は は

に帰着する．この方程式は，角運動量の効果が小さく と見なせる場合，良く知られ

た方程式 に一致する．等質的な平板では， で示した平板の捩じりモード

を表す成分 が 適合条件から得られる関係式 のために 運動方程式から失

われていた．これらの成分は等質性が崩れると回復し，運動方程式 では を

通じて現れている．

弱形式による定式化

汎関数と境界条件

に示したように，弾性平板が 平面内の単連結な 次元領域 を占めていると

する．領域 の境界を とし，その境界に沿って長さ を定義すると，境界上の点を



の値で指定することができる．境界上の各点で 座標を，図のように 軸が境界の法線

と平行になる様に設ける．弱形式理論 に従い，運動方程式と等価な解を与える汎関数

を求めた．得られた汎関数 は，任意関数あるいはテスト関数を とすると，

で与えられる．ここで， は面要素であり， は境界に沿った線要素 に等しい．ま

た， と は，それぞれ境界 から加わる単位当たりの剪断力とモーメントである．

運動方程式 を満たす を求めることは，如何なる関数 に対しても条

件 を満たす関数 を求めることと同等であることを以下に示す．

モーメントの成分 剪断力ベクトル モーメントテンソル および任

意関数 の間に，恒等式

が成立する．恒等式の両辺を領域 で積分して，ガウスの定理を用いることで，

＝

が得られる．ここで， は領域 の境界から外に向かう法線ベクトルである．境界

の各点で， 座標により表現された量を を付けて示すと，座標の変換則から

が成立することが分かる．ここで， であることを利



用すると，

を得る．境界 上の点の座標 を パラメータ を用いて と表現すると，

， である．従って，上式を の右辺第２項に代入して

変数 の関数として部分積分を行うと

＝

となる．ただし，境界 に沿った物理量は全て一価の関数であるとした．

汎関数 の定義式 の右辺第１項に を代入することで

を得る．従って，任意の関数 に関して が満たされるなら，右辺第１項から運

動方程式 が得られる．また，境界 上で右辺第２項の と第３項の が互

いに独立に任意の値を取り得るので，境界 上の各点で，

が成立する．これらは， に示したように境界上の各点で設けた 座標を用いて表

現されている．法線ベクトル が 軸となす角を とすると，内積を用いて成分を表現す

ることで，

と左辺を 座標で表現できる．ここで，関係式

を用いた．これらはベクトルおよ

びテンソルの内積で表現されており，変換則が直ちに分かる共変性を明示した表現になっ

ている．条件 は，境界が 軸に垂直な辺の場合 となり， の

剪断条件 に帰着する．また，従来の の理論では剪断力ベクトル がモー

メントのみで決まるとされていたが，弾性平板の角運動量を考慮して の様に拡張さ

れている．

エネルギー流束

弾性平板の単位面積あたりの運動エネルギー は， で表現

できる．一方，弾性エネルギー は，モーメント とヘッシアン の内積を用いて



，即ち，

で定義される．ポテンシャルエネルギーがスカラーであることは，テンソルの内積の性

質，あるいは，変換則 に依っている．

恒等式 で と置き換えた関係式を用いることで，エネルギー流束 を

と定義すると，屈曲波がエネルギー保存則を満たすことを導出できる．ここで，右辺第１

項は剪断応力 による仕事率，第２項はモーメント による仕事率に関係している．外

力によるエネルギーの供給がないと考えると，力学的エネルギー の保存則は，

である．ここで， は の時間微分を示している．

円盤の有限要素法解析

平板の厚さの変化が振動にどのような影響を与えるかを，薄い円盤における軸対称な固

有モードの解析を通じて調べる．

薄い円盤が軸対称な振動を行っている場合，円盤の中心に原点を設けた極座標で考える

と と をそれぞれ動径と偏角として

と表現することができる．なお，任意関数 も軸対称だとして動径 だけの関数と考える

と同様な表現を得ることができる．演算子 が直交座標で定義されていることから，

変位 が動径 のみの関数であるにも関わらず に偏角 が現れる．しかし，汎

関数 を極座標で表現すると

となり，偏角 に依存しない表現が得られる．このとき，円盤は角振動数 の固有モー

ドで振動しているとした．また， と置い

た．円盤の周辺 が自由端である場合を想定し， （座標 の代わりに

を使用）を境界条件として課すことで， の右辺にある境界での積分を取り除いてあ

る．有限要素法のスキーム に従うと，任意関数 に対して汎関数 の値がゼ

ロになる条件から，変位 の関数値を決定することができる．この条件は， を固有

値とする固有値問題に帰着する．このとき，場の量を補間する代数関数の次元を３次以上

にしなければないことが知られている ．以下に示す有限要素法の解析例では

３次式を用いる．



円盤の半径を とし，区間 を 等分に細分化して有限要素法で使

用するメッシュを作成した．円盤の厚さ として次の２つの場合を検討して比較する．一

つは等質な場合で円盤の厚さが と一定の場合であり，他方は非等質な場合で厚

さ が

と変化する場合である．ここで， とした．また，平板の材質として

アルミニュウムを想定して次の材料定数を用いた： 率 比

質量密度 ．

図 に有限要素法によりもとめた固有状態にあるモード形状 を示した． 図に基

底モードが，これに続く２次と３次の振動モードがそれぞれ 図と 図に示されてい

る． 図は平板の厚さ の位置依存を示している．いずれも，実線が非等質で厚さ に

位置依存がある場合，破線が等質で厚さ が一定な場合を表している．また，固有振動

数は ， ， の順にそれぞれ， ， ， （非等質な場合），お

よび， ， ， （等質な場合）である．非等質な円盤は，中心部分

が周辺より厚くなっていることから，等質な場合よりも中心部分が変形しにくい

様子が見てとれる．また，同じく非等質な円盤では，等質な円盤と比較して外縁部が薄い

ことからこの部分からの復元力が小さくなるので，高次モードほど固有振動数が低下する

割合が増している．



まとめ

テンソル基底を用い座標軸の回転に対する共変性を明示しつつ，厚さや弾性定数などが

位置に依存する非等質な弾性平板の屈曲運動を定式化した．弾性平板に作用する応力状態

は，変位のヘッシアンをテンソル基底で展開したときに現れる３つの変形モードで決定さ

れる．等質な平板に対する 理論では，これらの変形モードのうち捩じ

れ変形に対応する２つのモードが適合条件により運動方程式から消失していた．しかし，

平板の非等質性はこの消失したモードを回復させる．テンソル基底を用いた表現を利用し

て，弱形式理論による運動の定式化とエネルギー流束の定義を可能にした．また，平板の

変位が満たす境界条件に関して，共変性が明示された表現を導出した．

得られた弱形式理論の汎関数を用いて有限要素法により，薄い円盤の回転対称な変形

モードを求める例を示した．さらに，この汎関数を利用すると屈曲波の散乱問題を解析す

る新しい数値解析法を開発できる可能性がある．今後は，この数値解析の研究を行う予定

である．

テンソルの発散

テンソル場をベクトル場へ変換する演算として発散が定義できる ．ここでは，２階

のテンソルに関する発散をテンソル基底を用いて表現する方法をまとめる．

任意の２次元の定ベクトル を２階のテンソル場 に乗じた量 は，ベクトル

場であるので，この発散を取りスカラー場 を求めることができる．この量は の

線形変換と見なすことができるので，あるベクトル場 が存在して

と表現できる．この を，テンソル場の発散と定義する．テンソル場を

と成分で表現すると である．

一般に，テンソル場 は基底と成分 を用いて

と展開できる．このとき，

である．

さらに，２次元の領域 とその境界 に対して，関係式

が成立する．ここで，左辺は境界 に沿って反時計回りに行う線積分であり， は境界

から領域 の外向きに設けられた法線ベクトルを， は境界に沿った線要素の長さを表



す．また，右辺は領域 において行う面積分であり， は面要素 である．この関

係式は，両辺に定数ベクトル を乗じると， 次元空間内のベクトル場 に対するガ

ウスの定理である．
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